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ABSTRACT 
Conditions for existence of higher-order modes of 
th e red uced wave eauat io n V2 u + AU = 0 on semi - infinite 
domains subjected io different boundary conditions are 
presented a nd applied to the slot line . Bounds for the 
lowest eigenvalues are obtained using the Method of Mo-
me nt s . 
INTRODUCCIO N 
El uso de estructura s planares 
de los t ipo s "s trip-line " y "slo t-
line" en microondas se ha generaii-
zado en lo s Ql timos aH os, e xi st i en-
do deta ll ad os an al isis de l modo do-
min ante (TE M) y pa r ametros de d i se-
no que son ampli amente utilizados. 
El ana lisi s de lo s modos de orden 
s uperio r sigue siendo en gran me di-
da un problema no re s ue l to ple na men 
te, en particular l a existencia de-
autovalores puntuales situados fue -
ra del espectro con t inua. Courant 
Il l ha a na l i za do el espectro de l a 
ecuaci6n de onda en dominios fini-
tos y Rellich /2/ en semi-infinitos 
ob ten ien do condicion es para la exis 
tencia de autova l ores discre tos . J~ 
nes /3/ ha ampliado los r esulta dos -
anteriores y Weinste i n /4/ ha obte-
nido acotaciones de el lo s. Bol l e y 
Eaves /5/ han utili zado el Me todo 
de Wiener Hopf en guias planares t i 
po "strip" y "slot" y Kornhauser y-
Cardama /6/ han aplic ado el Metodo 
de Rayleigh Ritz . Obtendremos me-
diante el Metodo- de lo s Mom ento s /7/ 
condiciones de existencia que son a 
plicables en l a det erminaci6n de c~ 
tas ~imensionales para los modos di 
orden superior y que ser an aplica-
das al caso slot lin e. 
CONDICIONE S DE EXISTENCIA 
El problema basico a tratar es 
la obtenci6n de condiciones de e xis 
tencia para autovalores puntua l es -
en la parte baja del espectro de la 
ec uaci6n de onda reducida V2 u+Au=O 
6 equivalentemente del operador - V2 
con l a condici6n de contorno u=O en 
un dominio semi-infinito G que con-
sidEraremos un tubo n-dimensional. 
La fig ura 1 es una representaci6n 
bidimensional donde puede observar-
se l a frontera aG y un carte trans -
ve rsal E que lo divide en una re-
gi6n finit a Goy una infinita G1 . 
( aG ?, Go ' E G1 t ' ¥ I ~JJJ F .. c aG1 
aGo 
Figura 1. Tubo n-dimensional 
(G=GoU G1) 
Si denominamos A1. el primer a u 
tovalor y ~~ la correspond i ente au~ 
tofunci6n de l operador -V 2 en G con 
condici6n de contorno J~ =M en aG y 
analogamente u1 y ~ N para el domi-
nio finito G0 , con condici6n de 
contorno ~=M en aGo y a~;an=O en E, 
que posee un espectro discreto /1 / , 
se obtien e para cualquier funci6n u 
continua y con derivadas seccional -
mente continuas en G0 que satisfaga 
la condici6n de cont orno u=O en aGo 
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base triangular 
n" d<· fun- cot a de e x is-
ciones dim A tencia a/b 
(X ,y) ,. 
2, 3 6x6 0.934 
2, 5 10 x10 0.961 
2, 11 22x22 0.979 
2,15 30x30 0.981 
!1odos TM simetricos 
base trigonometrica bas e tria ngul al' 
n°d e fun- cot a de ex is- n° de fun- cote dE ex is -
ciones tencia ajb ciones tencia a/b 
2 2 . 688 2, 3 1. 9/ 
4 3.849 2, 5 2 . 039 
5 4.017 2,7 2 .067 
30 
JGo I VljJ 1 i 2 dv O<]Jr < ~ 
JGo ll)J 1 12 i:lv 
JGo I vu 12 dv ( 1) ~ 
J Go. I u 12 dv 
Si en el dominio n-1 dimensio-
nal E de frontera C, el primer auto 
valor de -V 2 es v 1 y la autofunci6n 
Br (con condici6n de contorn~ B=O 
en C), se tiene utilizando ~r como 
funci6n de orueba u en (1) y en la 
correspondiente desiqualdad para 
el dominio E, /2/, /6/ 
( 2) 
Denominando Er el primer auto-
valor de -V 2 en Go con condici6n de 
contorno ~=M en aGo y E se tiene /2/ 
que si Er<vr el primer autovalor de 
-V 2 en G (A 1 ), con condici6n de con 
torno ~=M en aG, es puntual, es de~ 
cir no esta sobre el espectro conti 
nuo, resultando las siguientes rela 
ciones entre los autovalores -
( 3) 
y como consecuencia de (2) 
(4) 
Las desigualdades anteriores 
pueden ser aplicadas a los modos TM 
de la configuraci6n tipo "slot-line" 
indicada en la figura 2a y que pue-
den ser considerados como simetri-
cos o antisimetricos segun se im-
ponga la cond4 ci6n a~ ; ax =O 6 ~ =M en 
x=O; figura 2b . El espect r o conti-
nue de estos modo s cubre el 1nter -
valo (( rr /a} 2 ,oo}. 
Si denominamos G& el dominio 
rectangular de lados 2a y b, c reado 
mediante un corte en el borde del 
conductor central, figura 2c, se 
tiene G&C Go y en consecuencia 
Jlr ~ Jll , Er~E l . Pa r a e l co r t e E re-
sulta 
v 1 =( rr /a) 2 
. ! : • 2b 
E~F 
y aGo 
Go ' E 
I 
b 
x=O X 
(b) 
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Figura 2. Linea "slot" 
y para los modos antisimetricos 
E!=(rr/b} 2 +(rr/2a} 2 
Jll=(rr/2b) 2 +( rr /2a} 2 
que implica para b>2a/13 , E!~v N y 
en consecuencia A1 <(rr/a} 2 , es de-
cir la ex istencia de un modo fuera 
del espectro continuo. Para b<a/ 13 
Jll >vr y Ar~ErrLaF O el modo desapare 
ce y pasa a integ r arse en el conti 
nuo. 
Analogamente- se deduce la exis 
tencia de un modo discreto para el-
caso simetrico de los valores 
E/=( rr /2b) 2 +(rr/2a} 2 
Jll=( rr /2a) 2 
siempre que b>a/ 13. 
METODO DE LOS MOMENTOS 
Las cotas anteriores pueden 
ser mejoradas aproximando los auto-
valores E1 •. 111 en un dominio Go ar-
bitrario, figura 3 (c+oo) mediante 
el metodo de los mementos /7/. 
aGo 
c 
Figura 3. Dominio finite al que 
se aplica el metodo de 
los momentos. 
Las cotas de existencia han de 
obtenerse del autovalor E1 mediante 
la ecuaci6n 
det{Amn}=det{Lmn-ElMmn}=O (5) 
siendo 
=Jb.+c f2a (-f zf )d d o o m V n x y 
habiendose aplicado el metodo de 
Galerkin a la base o conjunto de 
funciones de prueba {fn}. Tomando 
E1=ov1= o(n/a) 2 
la existencia de un modo (3) nece-
sita la condici6n <5<1. 
Se han tornado dos tipos de 
funciones de prueba, trigonometri-
cas y subseccionalmente triangula-
res; para las primeras se han ele-
gido miembros de- la familia de me-
dos TM del dominio G~ y que han si-
do modificados para X> b;para la a-
plicaci6n de bases triangulares se 
dividi6 el dominio Go en dos fami-
lias de mallas, una para G~ y otra 
para G0 -G0', ambas con el ementos 
rectangulares de 4 nodes a los que 
se pueden aplicar facilmente las 
condiciones de contorno. Se inclu-
yen a continuaci6n, en la Tabla 1, 
algunos de los resultados numeri-
cos obtenidos mediante programas 
de calculo en orcenador , pudiendo 
observarse la lenta convergencia de 
la soluci6n para las bases discre-
tas y la rapida de las trigonometrl 
cas, obteniendose la existencia de 
un modo TM antisimetrico si 
b>0.9298a y su desaparici6n para 
b<0.5773a, un modo simetrico existi 
ra siempre que b>0.24S9a. En la ac~ 
tualidad se e~ta modificar.do el ti-
po de malla con el fin de mejorar 
la convErgencia y obtener resulta-
dos comparables a con bases discre-
tas a los de las bases continuas. 
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TABLA 1 
Modos TM antisimetricos: 
base trigonometrica 
n °d.e fun cot a de ex is-
ciones dim{A} tencia a/b 
2 2x2 1. 069 
3 3x3 1. 073 
4 4x4 1. 075 
5 5x5 1. 076 
